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Plano de aula

p Classificadores lineares

» Perceptron

» Support Vector Machines

» Regressao logistica
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Problemas com as arvores de decisao

Arvores de decisao tém dificuldade em representar funcoes lineares simples, pois sdo baseadas
em divisoes ortogonais.
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Perceptron

O Perceptron é um algoritmo de classificacao binaria onde o espaco de hipotese H ¢ definido por uma
combinacao linear das caracteristicas(reta em 2d, plano em 3d, hiperplano em mais dimensoes).

h(X) = sgn(w - X + b)

+1, z>0
sgn(z) = 1 2<0

w=[=-21] b=0
h(x) =sgn(—2-5+1-140)

h(X) = sgn(—9)
h(x) =—1

X1

UF Rosenblatt, Frank. "The perceptron: a probabilistic model for information storage and organization in the brain." Psychological review 65.6 (1958): 386.



https://www.ling.upenn.edu/courses/cogs501/Rosenblatt1958.pdf

Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

LearningRule (D) :
[ < |D]|
w <« [0,0]
while /> O:
[ <0
for (x;,y) 1n D:
1f sign(w - X;) # y;:
W < W+ VX,
[ —[+1

O +
® -
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Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

LearningRule (D) :
[ < |D] [ =32
w <« [0,0]
while /> O:
[ <0
for (x;,y) 1n D:
1f sign(w - X;) # y;:
W < W+ VX,
[ —[+1

O +
® -
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Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

LearningRule (D) :
[ < |D|] [ =32
w < [0,0] w = [0,0]
while /> O:
[ <0
for (x;,y) 1n D:
1f sign(w - X;) # y;:
W — W+ yX;
[ —[+1

O +
® -
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Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

LearningRule (D) :
[ < |D|] [ =32
w < [0,0] w = [0,0]
while /> O:
[ <0
for (x;,y) 1n D:
1f sign(w - X;) # y;:
W — W+ yX;
[ —[+1

O +
® -
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Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

LearningRule (D) :
[ < |D]|
w < [0,0] w = [0,0]
while /> O:
[ <0 [=0
for (x;,y) 1n D:
1f sign(w - X;) # y;:
W — W+ yX;
[ —[+1

O +
® -
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Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

(X9, yo) = ([1,5],1)
O

@
©
000 : ®
o0 o °
LearningRule(D): O O
[ — |D]| ® ® ®
w < [0,0] w = [0,0] ® @ ¢
while 1> 0: o000 %
I 0 [=0 90 0® ®-+

for (x;,y) 1n D:
1f sign(w - X;) # y;:
W — W+ VX,
[ [+1

®
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Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

(X9, yo) = ([1,5],1)
O

@
©
000 : ®
o0 o °
LearningRule(D): O O
[ — |D]| ® ® ®
w < [0,0] w = [0,0] ® @ ¢
while 1> 0: o000 %
I 0 [=0 90 0® ®-+

for (x;,y) 1n D:
1f sign(w - X;) # y;:
W — W+ VX,
[ [+1

®
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Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

(X9, yo) = ([1,5],1)
O

o
o

o000 %, ©

oo o0® °
0 LearningRule(D): O O
1 [« |D] ® ® ®
2w« [0,0] w = [0,0] @ Q @
3 while /> 0: 000 o
4 10 /=0 ®e0 0® ®+
5 for (x;,y) 1n D: o -
6 1f sign(w - X;) # y;: sign(w - Xg) =0
7 W < W+ yX,
g [ <[+ 1
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Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

(X9, yo) = ([1,5],1)

O
O
O

XX : ®

o0 o o
0 LearningRule(D): S ®
1 [« |D| ® “ ® ®
2 w <« [0,0] w = [0,0] ®
3 while /> 0: e %%%, 0
4 1«0 [=0 0 O O+
5 for (x;,y) 1n D: o -
6 1f sign(w - X;) # y;: sign(w - Xg) =0
7 W < W+ yX, W =W+ )X,
g [ <[+ 1
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Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

(X9, yo) = ([1,5],1)

O
O
O

XX : ®

o0 O ®
0 LearningRule(D): S ®
1 [« |D| ® “ ® ®
2 w <« [0,0] w = [0,0] ®
3 while /> 0: ® ““‘
4 1«0 [=0 0 O O+
5 for (x;,y) 1n D: o -
6 1f sign(w - X;) # y;: sign(w - Xg) =0
7 W = W+ yX; W =W+ yX, = [0,0] + 1 X [1,5]
g [ <[+ 1
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Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

(X9, yo) = ([1,5],1)

O
O
O

000 : ®

o0 o o
0 LearningRule(D): S ®
1 [« |D| ® “ ® ®
2 w <« [0,0] w = [0,0] ®
3 while /> 0: o %% e
4 1«0 [=0 0 O O+
5 for (x;,y) 1n D: o -
6 1f sign(w - X;) # y;: sign(w - Xg) =0
g [ — [+ 1
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Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

(X9, yo) = ([1,5],1)

0 LearningRule(D):

1 [« |D]|

2 w < [0,0] w = [0,0] o

3 while > 0: eo00 Y

4 1<0 /=0 o0 0® @
5 for (x;,y) 1n D: ® -
6 1f sign(w - X;) # y;: sign(w - Xg) =0

7 W WX W =W+ ypXg = [0,0] + 1 x [1,5] = [1,5]

g [ <1+ 1
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Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

LearningRule (D) :
[ < |D]|
w <« [0,0]
while /> O:
[ <0
for (x;,y) 1n D:
1f sign(w - X;) # y;:
W < W+ VX,
[ —[+1
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Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

LearningRule (D) :
[ < |D]|
w <« [0,0]
while /> O:
[ <0
for (x;,y) 1n D:
1f sign(w - X;) # y;:
W — W+ y.X;
[—[+1
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Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

LearningRule (D) :
[ < |D]|
w <« [0,0]
while /> O:
[ <0
for (x;,y) 1n D:
1f sign(w - X;) # y;:
W < W+ VX,
[ —[+1

OO U B WNPEOS

UF



Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

LearningRule (D) :
[ < |D]|
w <« [0,0]
while /> O:
[ <0
for (x;,y) 1n D:
1f sign(w - X;) # y;:
W < W+ VX,
[ —[+1
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Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

LearningRule (D) :
[ < |D]|
w <« [0,0]
while /> O:
[ <0
for (x;,y) 1n D:
1f sign(w - X;) # y;:
W < W+ VX,
[ —[+1
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Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

LearningRule (D) :
[ < |D]|
w <« [0,0]
while /> O:
[ <0
for (x;,y) 1n D:
1f sign(w - X;) # y;:
W < W+ VX,
[ —[+1
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Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

LearningRule (D) :
[ < |D]|
w <« [0,0]
while /> O:
[ <0
for (x;,y) 1n D:
1f sign(w - X;) # y;:
W < W+ VX,
[ —[+1
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Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

LearningRule (D) :
[ < |D]|
w <« [0,0]
while /> O:
[ <0
for (x;,y) 1n D:
1f sign(w - X;) # y;:
W < W+ VX,
[ —[+1
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Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

(x3,¥3) = ([4,2], = 1)
LearningRule (D) :
[ < |D]|

while > 0: X
| <0 o0 0® ®+
for (x;,y) 1n D: ® -
1f sign(w - X;) # y;: sign(w - X3) = sign(1 X4 +5x%x2)=1

W — W+ yX; w = [1,5]

[ —[+1 [=1

oYU B WNPEOS
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Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

(x3,y3) = ([4,2], — 1)
LearningRule (D) :

[ < |D]|
while /> O: 00 O
[0 o0 0® o
for (x;,y) 1n D: ® -
1f sign(w - X;) # y;: sign(w - X3) = sign(1 X4 +5x%x2)=1

U= W S W = W + VX3
[—1l+1 [=1

co~JlooubhWwWNPEOS
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Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

(X39 y3) — ([492]9 _ 1)

0 LearningRule(D):

1 [« |D]|

2 w <« [0,0] O

3 while /> 0O: 00 O

4 10 ® o0 0° ® -
5 for (x;,y) 1n D: ® -
6 1f sign(w - X;) # y;: sign(w - X3) = sign(1 X4 +5x%x2)=1

7 WS T R W =W+ yx; = [1,5] + (1) X [4,2]

g [ <1+ 1 [=1
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Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

(X39 y3) — ([492]9 _ 1)

0 LearningRule(D):

1 [« |D]|

2 w <« [0,0] O

3 while /> 0: o000 %

4 10 ® o0 0° ® -
5 for (x;,y) 1n D: ® -
6 1f sign(w - X;) # y;: sign(w - X3) = sign(1 X4 +5x%x2)=1

7 W — W+ yX; W =W+ X3 = [1,5] + (—1) X [4,2] = [-3,3]

g [ <1+ 1 [=1
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Treinando o perceptron

A regra de atualizacao do perceptron é o algoritmo utilizado para aprender os pesoswe b

LearningRule (D) :
[ < |D]|
w <« [0,0]
while /> O:
[ <0
for (x;,y) 1n D:
1f sign(w - X;) # y;:
W < W+ VX,
[ —[+1 [=1

co~JlooubhWwWNPEOS
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Interpretacao geometrica da regra de atualizacao

+1

.1J

1. Areta definida por w, classifica 2. 0 ponto vermelho x é escolhido 3. 0 hiperplano atualizado
erroneamente um ponto vermelho e usado para uma atualizacao. W, 1 = W, — X separaasduas
(-1) e um azul (+1) Como seu rotulo é -1, precisamos classes e o Perceptron convergiu.

subtrair x de w;,.

UF



Support Vector Machine (SVM)

J SVM pode servisto como uma extensao do Perceptron. O Pe
niperplano sera encontrado, se ele existir. O SVM encontra o hi

classe

Porque?

UF

Ce

ODerp

Oual o melhor?

Aguele com maior margem m, ou seja, maior
distancia entre os pontos mais proximos de cada

0lron garante que um

ano com margem maxima.

Se 0s dados sao linearmente separaveis, existem
infinitos hiperplanos que separam os dados

Maior generalicao do modelo



UF

Margem

A margem e a distancia entre os pontos mais proximos de cada classe

Usando Algebra Linear

\ Distancia d entre um ponto x; e um

$>(\O// hiperplano definido por w e b:
Vetor de suporte X; e

W

Margem

Menor distancia m entre os pontos X; € D
e o hiperplano definido por w e b:

|W-X; + D]

m = Mminy cp,



Vetor de suporte X;

UF

Maximizando a margem

\ Queremos encontrar pardmetros w e b que maximizem
=z . . .
xb‘,, m. Portanto, precisamos definir m em funcao de w.

Assumindo X; e um vetor de suporte positivo e 0
N projetando em H, temos X € H:
~

W (X; —m W Y+b=0

[Iwl]

(w-x;) — (]| w]]|° )+ b
[ w]|

wW-Xi+b—||w||lm=0

l—||w||lm=0
1

W]

10
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Treinando o SVM

Queremos minimizar || w|| com arestricao
de que y(w - X 4+ b) > 1. Essarestrigao

garante que H separe os dados corretamente.

y(W X+ b) > 1 € uma maneira compacta
de escrever:

wW-X+b>+1, sey =+1
— 1

wW-Xx+b< -1, sey,

Esse problema de otimizacao pode ser
resolvido de forma fechada com
programacao quadratica

11
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Problemas nao-linearmente separaveis

- se 0s dados nao forem linearmente separaveis?

%%)

12
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Problemas nao-linearmente separaveis

- se 0s dados nao forem linearmente separaveis?

%%)

Truque do Kernel
Mapear os dados para um espaco de maior dimensao!

12



Regressao logistica

A regressao logistica pode ser vista como uma versao do Perceptron onde a funcao de ativacao
e afuncao logistica o ao inves da funcao sinal sgn.

X2 h(x) = o(w- X+ b)
® 1
®0 6(z) = —
]l +e%
1 0(z) Usamos o pois elanos da valores
entre O e 1, e assim a saido do modelo
0.5 e uma probabilidade.
w=[-2,1] b=0
0 X)) =0(=2-5+1-1+0)
H h(x) = o(—9)
h(x) ~ 0

UF 13



Treinando a regressao logistica

A regressao logistica A(X) modela a probabilidade de um exemplo X serda classe y = 1:

=110 =hx)="—""="00

Dado um conjunto de dados D = {(Xq, Vy), - .-, (X )}, queremos A(X{) = y;

m> Vm
1. A probabilidade de um unico exemplo X;: 3. Queremos maximizar P(y; | X;) para todo (X;, y;) € D:

P ()’i = 1 ‘Xi) — h(Xi) L(h) = ﬁ h(x;yi- (1 — h(xi))(l‘yi)
P(y; = 0]%) = 1 — h(x) "

4. Aplicando o log e negando para transformar em erro:

2. Podemos compactar essas duas probabilidades em uma:

1 m
L(h) = — Z Z y; log(h(x;)) + (1 —y;) log(1 — h(x;))
P(y; | x:) = h(x,) - (1 — h(x;))}= l.

Entropia binaria cruzada

UF 14
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Entropia binaria cruzada

A funcao de perda entropia binaria cruzada é uma funcao convexa se A(x) = o(Xw + b)

1

4}
G
| -
N
=
m
©
T 3t
©
N
o
O
©
o
O 2r
-
-
LLJ
)
o
©
R
a

—— Rotulo verdadeiro y=0
Ot s —— Rotulo verdadeiro y=1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Probabilidade Prevista (p)

L(h) = = ) y;log(h(x)) + (1 — y) log(1 — h(x)))



Gradiente descendente

L (hw) oL

6W1

V L(w,)

Dado um valor inicial w, atualizamos
Ilterativamente o valor de w na di

recao de

descida mais ingrime de L a par
ponto (w, L(w))

0

| i W

w01, Q) B @ D)

1r do

a € um hiper-parametro chamado de taxa de aprendizado
_ (learning rate), responsavel por controlar o comprimento do

vetor gradiente.

UF
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Implementacao do gradiente descendente

def gradient descent (X, Y, epochs, alpha):
# Init weights to zero
w, b =0, 0

# Optimize weihts iteratively

1

2

3

4. for t in range (epochs):
5 # Predict X labels with w and b

o Y hat = logistic regression (X, w, D)
7 # Compute gradients

8

dw, db = gradients (X, Y, Y hat)

9. # Update weights
10. w = w — alpha * dw
11. b = Db - alpha * db

12.return w, D

UF
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Gradiente descendente pararegressao logistica

def gradient descent (X, Y, epochs, alpha): Regressao Logistica

1. # Init weights to zero Z=WX+Db
2. W,bZO,O j}:h(x):l
—Z
3. # Optimize weihts iteratively Te
4. for t in range (epochs): Funcio de Perda
5. # Predict X labels with w and b 1] &
= — — . V. 1 —v. 1 — V.
0 Y hat = logistic regression (X, w, Db) L(h) mz(yl log Vi ( yl) lOg( yl))
o - =1
7 # Compute gradients
3 dw, db = gradients (X, Y, Y hat) Gradientes
9. # Update weights oL ] — A
_ % _=—Z(yi_)’i)xi
10. W = W alpha dw aw m
i=1
11. b = Db - alpha * db
oL 1 3¢
12.return w, Db — =_Z(yi_yi)
ob m —

UF
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Gradiente descendente para regressao logistica

Grafos computacionais nos ajudam a calcular o gradiente de L(hw,b(x)) com relacdo aos pesos W e b da regressao logistica

Regressao Logistica Funcao de perda para um exemplo
c=wx+b, §=h(x) = — L3.y) = y; log §;+ (1 —,) log (1 = 3)
A |l 4+ e
W] o
. et o ma > 1
;:2 oL’ oL: 0 oL: y l-y
07 0% 0z 0y y 1=y
oL oL 0z y —y
— = ' = | -y(1 =9y
ooz ow ( 5 1—9) (I =)
=P -y - x R
Regra da Cadeia!

19



Fronteira de decisao

Para encontrar o rotulo y com a hipdtese, usamos um limiar: Regressao Logistica
Z=WX+Db

.| 1,se h(x) > 0.5

Y0, se h(x) < 0.5 y=hx)=-——o

Repare que o liminar acima € equivalente ao sequinte limiar:

. J1l,sewx+b2>0
Y710 se wx+b <0 0.5

Pols: 0
h(x) > 0.5 quandoz > 0O
h(x) < 0.5 quandoz < 0O

UF
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Fronteira de decisao

Regressao Logistica

Z=WX+b
§ = h(x) =

1l +e<

Considere a seguinde hipotese apos o treinamento:

wy=1,w,=1,b=-3

R l,Sex1+X2—3ZO
=0, sex; +x,-3<0

Aretax; + x, = 3 é chamada de fronteira de decisao.

21



Proxima aula

A28: Aprendizado supervisionado V

Redes neurals artificlals

UF
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